Stratégies d’intégration

L’intégration des polyndémes, au bout d’un certain temps, ¢a devient un automatisme : augmenter
'exposant de un, et diviser le tout par le résultat. Mais ily a d’autres cas ou Uintégration demande un
peu plus de travail. Et surtout, de regarder ces choses avec un ceil neuf.

On a compris que Uintégration, c’est trouver la primitive d’une fonction f(x) ety appliquer des
limites.

b
f fG)dx = F(b) — F(a)

Et si la primitive est presque la réciproque de la dérivée, U'intégrale ’est complétement — tant qu’elle
est bien définie. On peut donc prendre U'intégrale comme une de ces opérations qui permettent
d’annuler un terme : dx (ou la dérivée de n’importe quelle autre variable d’intégration).

Attardons-nous un peu sur ce point.

Supposons une fonction f. Jusqu’a maintenant, on a noté sa dérivée f'(x), mais ce n’est pas assez
clair.

Rappelez-vous que la dérivée était la tangente entre deux points de la fonction. Et la tangente, c’est
Ay divisé par Ax.
Mais un changement dans la verticale et un changement dans la fonction, c’est la méme chose !

Rappelez-vous : pour trouver 'antécédent x d’'une valeur y = f(x), on remplace f(x) pary eton
résout pour x.

On peut donc écrire :

. L d
Pour une fonction f(x), sa dérivée est %.

Ou plus concisément :

af

Pour une fonction f, sa dérivée est ™

ILn’est en effet pas nécessaire d’indiquer la variable de la fonction, puisque de toutes fagons, c’est
le contexte qui décide de ce qu’est la variable. Tout ce qui importe, c’est de savoir la dérivée par
rapport a quoi...

Appliquons cette nouvelle maniere d’écrire a un exemple. On en verra U'utilité.

Supposons la fonction f(x) = 3x2. Sa dérivée est, selon cette nouvelle notation :

df

—~ -6

dx x
df = 6xdx

Maintenant, supposons que nous voulions retrouver la fonction originale. Comme c’est une
équation, quoi que ce soit qu’on fasse d’un c6té on doit le faire de autre. Etici, c’est Uintégrale

qu’on doit faire.
fdf :f6xdx

e agauche, lavariable d’intégration est f : on évalueradoncdeOa f

Mais il nous manque les limites.

e Adroite, lavariable d’intégration est x : on évalueradoncde 0 ax



f x
f 1df=f 6xdx
0 0

Jai ajouté un 1 pour clarifier ce qui va se produire maintenant :

e la primitive d’une constante, c’est la variable multipliée par la constante
e la primitive de 6x, c’est la variable augmentée d’un degré, le tout divisé par ce nouveau
degré

[f15 = [3x?]%
On évalue aux limites et on fait la différence : le résultat est :
f =3x?
On estrevenu a la fonction originale. Comme on s’y attendait. On a donc trouvé une technique assez
simple pour créer une réciproque a la dérivée —tant qu’il n’y avait pas de constante dans la fonction
originale.

Substitution de variables

Si la fonction a intégrer contient elle-méme une fonction, on peut (parfois) remplacer cette
deuxieme fonction par une autre variable. Ce n’est possible que dans un nombre restreint de cas,
mais ces cas reviennent tellement souvent que cette technique est indispensable a maitriser.

Et encore une fois, c’est peut étre plus clair en prenant un exemple.

Supposons lintégrale suivante :

X
J 3sin(2x)dx
0
Passons tout de suite le coefficient en dehors de U'intégrale, ¢a clarifiera les choses.
X
3f sin(2x)dx
0
Substituons la fonction 2x pour u. On adonc:
u = 2x
Prenons la dérivée de u :
du _
dx
Résolvons pourdx :
dx = du
)

Nous avons maintenant les substitutions possibles suivantes :
dx = —etu = 2x
On les applique a Uintégrale — et on va ignorer les limites pour un instant :
X . 3 .
3 [, sin(2x)dx > [ sin(w)du

On connait la primitive de sin(u) — c’est —cos(u) :

-3
— [cos()]



Réintégrons le terme en x et les limites — pour rappel, u = 2x:

-3
- [cos(2x)]5
_73 (cos(Zx) — cos(O))

-3
- (cos(2x) — 1)

Cette technique a ses limites (ha ha). Si la fonction était sin(x?2), la dérivée de x? étant 2x, la
substitution contiendrait encore un terme en x. Et idée de la substitution, c’est de substituer.
Entiérement.

Mais comme je le disais, les cas ou la technique de substitution s’applique sont pléthores.
Résumons-donc la procédure :

e substituer la fonction pour u ; prendre la dérivée de u

e résoudre la dérivée de u pour la variable d’intégration

e substituer la variable d’intégration et la fonction dans Uintégrale

e trouver la primitive

e resubstituer u pour la fonction, et appliguer le théoreme fondamental de ’'analyse

Séparation de variables

Il peut arriver qu’une expression contienne la fonction et sa dérivée. Et deux variables. Oui, les
choses deviennent compliquées, mais reviennent souvent — surtout en sciences physiques.

Essayons de trouver un exemple qui décrit ce probleme.

df
E_f

On a donc une fonction f et sa dérivée df ; la dérivée dt.

La technique de séparation des variables consiste a rassembler tout ce qui concerne f d’un c6té, et
tout ce qui concerne t de U'autre.

a _
- =

Et maintenant, on intégre : sur f pour le c6té gauche ; sur t pour le c6té droit.

ff%df=ft1dt
1 1

Pourquoi ai-je pris ces limites d’intégration ? Parce que In(0) = —oo. Plus généralement : il va falloir
qu’on reparle des limites d’intégration.

dt

On trouve les primitives :
[iIn(HI] = [t]¢
n(f)—In(1)=t—-1
Comme In(1) = 0, il ne reste plus qu’a résoudre pour f :
In(f)=t—-1

f = et-1



Limites d’intégration
Les limites d’intégration dépendent du probleme qu’on est en train de résoudre. En effet, on se

rappellera que, graphiquement, Uintégrale entre a et b est la surface sous la courbe représentant la
fonction entre a et b. Tout dépend donc de ce que vous cherchez.

Dans un premier cas, vous cherchez en effet une surface. Dans ce cas, ce sont les valeurs de a et de
b que vous choisissez (ou qu’un exercice vous impose) qui sont vos limites d’intégration.

Par exemple, la surface en dessous de la courbe représentée par la fonction f(x) = ax? + bx + ¢
entre 1 et2 estégale a:

2

2 a b
f (ax? + bx + ¢)dx = [—x3 +=x2+ cx]
1 3 2 1

8 4 1 1
=§a+§b+2c—§a+§b+c
7 3
=§a+zb+c
Dans un second cas, vous cherchez une fonction. Les limites seront donc de zéro a la variable de
cette fonction.

Par exemple, on cherche une fonction pour calculer la surface sous la courbe représentée par la
fonction précédente (f (x) = ax? + bx + c) de zéro a n’importe quelle valeur de x. On appellera
cette fonction S(x).

X

x a b
S(X)Zf (ax2+bx+c)dx= —x3+_x2+cx
0 3 2 0

a b
= — 3 —x2
S(x) 37X +2x +cx

C’estvalable pour beaucoup de fonctions, mais attention : si vous vous retrouvez avec un
logarithme, la variable de départ ne peut pas étre zéro. Il faut donc changer.

Le plus souvent, les limites d’intégration sont sous-entendues dans le probleme. Il est temps pour
un exemple.

Et c’est un de mes exemples favoris : 'évolution de la température dans un local peu isolé.
OK, je dois d’abord donner un peu de physique.
La chaleur —Uénergie qui sort ou qui rentre dans la matiere — est définie comme suit :

AE = mc AT

La puissance thermique est la quantité d’énergie par unité de temps qui traverse une surface
(comme un mur, par exemple).

dE
E = US(T - Text)

Sion s’intéresse a des petits changements d’énergie — et a en faire la somme aprés pour avoir des
grands changements d’énergie — on peut réécrire la premiére formule :

dE = —mcdT
L’expression est négative parce que de l’énergie est perdue par la matiere.

On peut combiner ces deux expressions :



—mcdT
dt

Séparons les variables (température T et temps t) :

ar  -Us it
T —Tout " mc

= US(T - Text)

Ce qu’on cherche a trouver est une fonction qui nous donnera U’évolution de la température d’un
tempst = 0 auntempst = t. Voila pour les limites a droite de ’équation.

A gauche, la variable est la température. Au départ, ily a une certaine température initiale Ty. A la fin,
ily aura une certaine température T. Voila pour les limites a gauche de l’équation.

Et voila pour la partie réflexive du probléme. Le reste n’est que de 'application de procédures
mathématiques.

fT T ar= [
7y T = Text o mc
On trouve les primitives :
-US
[in(T — Text)]%:o = “me [t]6
-US

In(T - Text) - ln(TO - Text) = Wt
On utilise Uidentité in(a) — In(b) = In (%)

T—-T, -US
ln( ext>= ¢

TO - Text mc
Etonrésout:
T - Text _—USt
—_— = e mc
TO - Text

—us,
T —Teye = (TO - Text)e mc

-us,
T = Toxt + (To — Texe)eme
On peut vérifier que cette fonction fasse sens, quand confrontée a la réalité : au début, lorsque t =
0,T =T, ;lorsquet = 00, T = T,,;. Comme prévu.

On a accompli Uobjectif : trouver une fonction qui décrit la température en fonction du temps. Elle
est imparfaite —impossible de calculer quand la température intérieure sera égale a la température
extérieure — mais elle fonctionne pour calculer, par exemple, la température d’un liquide dans un
thermos aprées une heure.

La legon a retenir ici (en plus de toutes les galipettes mathématiques qu’il faut faire avant d’arriver a
la réponse), c’est que le choix des limites est important, et basé sur la problématique a résoudre.
Pensez ay attribuer un temps de réflexion.

Problématiques

Déterminer la vitesse et la position d’une balle de fusil en fonction du temps et en prenant en

compte la force de trainée.


00_problématiques/integrales_balle_de_fusil.htm

Modéliser la trajectoire d’un projectile — une description complete de comment trouver une fonction
décrivant une trajectoire en prenant en compte la trainée.



00_problématiques/trajectoire_projectile.pdf

